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EGYÜTTESEN LENGŐ ELEMI MÁGNESEK KÖLCSÖNÖS 
VONZÁSA! ÉS TASZÍT ÁSAI. 
FRÖHLICH IzrnoR 
1. tagtól 
E  az osztályülésen 1891 márczius 16.) 
BEVEZE'rÉS. 
1. §. A probléma eredete. Általános fogalmazása. 
Körülbelül másfél évvel  néhai Dr. Regéczy Nagy 
lmre álatorvosintézeti tanár az izom összehúzódása czéljából 
néhai D1·. Jenclrássik  az  tud. egyetemi ny. r. 
tanára és saját maga  felálítot hypothesist közölt velem 
(l. alább) és  kifolyólag oly kérdést intézet hozzám, mely 
mágnesek rendszerének valamint electromos áramok átfolyta 
 tekercsek rendszerének együtes lengéseire és e lengések 
által netán módosítot translatórius (az egyes mágneseket vagy 
tekercseket önmagukhoz párhuzamosan eltolni   
vonatkozot. 
a) Ugyanis, ha az  mozogható tekercsek oly rendszerét 
veszszük fel, melyek középpontjai egy egyenesben fekszenek, geo-
metriai tengelyeik pedig egyensúlyi helyzetükben ezen egyenesre 
 akkor a tekercsek mindaddig maradhatnak egyen-
súlyban, míg rajtuk stationárus áramok áthaladnak; de mihelyt 
ezek egyike is, bármily oknál fogva egyensúlyi  kimoz-
M. T. AK. KRT. A MA'l'm:M. TUD. KÖRÉBŐL 1891. XIV. K, 5. sz, 
FRÖHLICH IZIDOR. 
dúl, az egyensúly  a többi tekercsek is mozgásba jönnek 
s ha felfüggesztésük megengedi, kölcsönös hatásuk befolyása alat 
lengéseket létesítenek és az indukált áramok rendszerét geijesztik. 
b) Hasonlóan ál a dolog, ha e tekercseket oly álandó mágne-
sekkel helyetezzük, melyek mágnesi nyomatékainak irányai az a) 
alati tekercsek tengelyeivel megegyeznek, s melyek stabilis egyen-
súlyi helyzete felfüggesztésük módja szerint a középpontjaikat 
egybekapcsoló egyenesre R. It is egyetlen egy mágnesnek 
egyensúlyi  történt kimozdulása a többieket is fogja 
mozgásba hozni s az egész rendszer, ha felfüggesztésének módja 
megengedi, lengésbe . 
e) A tekercsekben haladó stationárius áramok, iletve a  per-
manens mágnesek, rendszerük említet egyensúlyi helyzetében 
egymásra többek közöt a középpontjaikat egybekapcsoló egye-
nes mentén trauslatórius  fejtenek ki, n:elyek (miután e 
helyzetben a rendszert alkotó egyes elemek [mágnesek vagy 
tekercsek]  geometriai tengelyei egymáshoz párhuzamosak s a 
középpontjaikat egybekapcsoló egyenesre  laszítók, 
azaz ezen  törekvése az elemek középpontjait egymástól el-
távolítani. 
d ) Ezeket  bocsátva, iletve felvéve, a fent nevezet 
physiologiai buvárok kérdése a  volt: 
Megváltoznak-e a e. alat említet tram;latórius  ha a 
rendszer elemei lengésben vannak ezen lengés következtében? s 
ha változnak, vonzó-e az  ezen változása? Ha a kérdés mind-
két részére  volna a válasz, akkor a nevezet életani kuta-
tók nézete szerint az izmok öszszehuzódása ily alapon volna ma-
gyarázható vagy legalább . 
e. Még általánosabb ily rendszer is  fel, ugyanis olyan, 
melynek elemei sorokban és oszlopokban vannak elhelyezve; így 
példáúl egy nrn számú  áló rendszer, melynek az a. vagy 
b. pont szerint szerkesztet egyes oszlopait n számú elem, elenben 
ezen oszlopokra  egyes sorait (melyek elemeinek geo-
metriai tengelyei a középpontjaikat egybekapcsoló egyenesen fek-
szenek) rn számú elem alkotja. 
E sorok egyébként még köröket is alkothatnak, úgy, hogy 
az elemek egy hengerfelületen lehetnek eloszolva, középpontjaik 
pedig a hengernek tengelyekörüli symmetrikus generatrix vonalai 
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mentén és egymástól  távolságban  párhuzamos körök 
mentén (e vonalak és körök  fekszenek, 
felfüggesztésük vagy alátámasztásuk pedig olyan legyen, hogy 
stabilis egyensúlyi helyzetben minden elem geometriai tengelye 
 a nenger tengelyére és érinti a párhuzamos kört, me-
lyen középpontja fekszik. 
It a kérdés analog, mint a d. alati  esetben, 
ugyanis, vajon a rnndszer egyes elemei által egymásra a henger 
tengelye mentén kifejtet translatórius  a rendszer elemeinek 
lengései folytán más  mint álandó egyensúly alkalmá-
val és hogy e változás vonzó-e ? 
2. §. A jelen értekezésben felkarolt feladat. Az ezt .i  
J.:orlátozó feltevések. Az elért eredmények. 
1. Jelen dolgozatban e kérdéssel mint kizárólagosan physikai 
problemával foglalkozom és it egyeléíre ennek csak  b. 
és d. alat részletezet, de bizonyos módosításokkal megváltozta-
tot esetét karolom föl. 
Cl. Felveszem ugyanis, hogy a permanens mágnesek méretei 
középpontjaiknak egymástól való távolságaihoz képest kicsinyek, 
azaz, hogy  elemi mágneseknek (vagy mágneselemeknek) 
lehet tekinteni. 
E felvétél azért szükséges, mivel véges  permanens 
mágnesek egymásra hatását csak akkor határozhatjuk meg, ha 
a mágnesség eloszlását e testekben  de ezt nem ismer· 
jük és így erre nézve hypothesishez kelene folyamodnunk. Elen-
ben elemi mágneseknek  véges távolságban  mágnessé-
gekre való hatásn. teljesen független a mágnességnek az egyes 
elemi mágnesekben való eloszlásától, es csak ezeknek mágnesi 
nyomatékaitól és ezek irányaitól függ. 
b. Felveszem továbbá, hogy az elemi mágnesek, melyek kö-
zéppontjai egy egyenesben fekszenek, ha  több elem van 
jelen, olyformán legyenek felfüggesztve, hogy álandó egyensulyi 
helyzetikben párhuzamosak legyenek és így ekkor valamennyien 
a középpontjaikat egybekapcsoló egyenessel egy és ugyanazt a 
60 szöget képezzenek. E felvételt  kedveért és azon oknál fogva is ho-
zom be, mivel akkor a rendszernek mind az az elrendezése, mely-
nél stabilis egyensúly alkalmával az elemek tengelyei a közép-
1 * 
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pontokat egybekapcsoló egyenesre  (J = t n), mind 
pedig az az elrendezés, melynél álandó egyensúly alkalmával e 
tengelyek a nevezet egyenesbe esnek (a0 = 0) ezen általánosabb elrendezésnek csak specális esetei. 
e. Felveszem továbbá, hogy az elemi mágnesek lengéseinek 
amplitúdói igen kicsinyek. Ezt a suppositiót azon analytikai 
complicátiók elkerülése czéljából teszszük, melyekkel a véges 
nagyságú amplitudókkal  ily lengések mathematikai tár-
gyalása jár.· 
d. Felveszem végre, hogy az egyes elemek  mozgásá-
nak periodusai igen kicsinyek a közönséges  ké-
pest és hogy e szerint az egyes lengések igen sok periodusa mú-
lik el a közben, a mi alat középpontjaik távolsága (a translatórius 
 változál:la folytán)  változást szenved. 
Ezt a feltevést a  körülmény követeli : Ha a trans-
latórius  a lengések folytán változnék (a mi általánosságban 
tényleg bekövetkezik), akkor ez minden pilanatban a rendszer 
elemei mindenkori helyzetének függvénye, azaz az  változó 
menynyiség és így az  e változó részének  is változhatik 
az . Ha most e lengések periodusai oly nagyok volnának, 
hogy egy ily periodus tartama alat az elemek középpontjainak 
helyzete  változnék, akkor a középpontok helyzeté-
nek ezen változhatását a lengések egyenleteinek felálításánál ok-
vetetlenül tekintetbe kelene venni. De ez által a mathematikai 
tárgyalást anynyira complicáljuk, hogy a  analytikai 
nehézségek a vizsgálatot majdnem lehetetlenné teszik. Elenben, 
ha a lengések periodusai igen kicsinyek, akkor véges (de nagy) 
számú ily periodus lefolyása közben az elemek középpontjainak 
helyeit változatlanoknak lehet tekinteni és a lengések egyenleteit 
ezen az alapon felálítani. 
2. Miután a physikusra nézve a speciális, az  
esetek részletes megvizsgálása rendszerint már csak azon oknál 
fogva nagyon érdekes, mivel számos viszony és kapcsolat sokszor 
átlátszóbban és  domborodik ki, mint az általános 
eset vizsgálatánál és mivel az  a legtöbb esetben az. 
utóbbinak igen jó  képezik: azért jelen dolgozatom-
ban a két és a három elemi  áló rendszer lengéseinek 
és translatórius  részletes tá1gyalása  a 
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ges számú  áló rendszer ide tartozó viszonyainak általá-
nos tárgyalását. 
Az értekezésben nyert eredmények közül e helyen felemlít-
hetjük azokat, melyek az 1. §. d. pontjában felvetet kérdésre 
megadják a feleletet. 
a. K  ugyanis, hogy a 2. §. 1. a, b, e, d, pontjaiban 
meghatározot bárhány, n számú  áló rendszerre nézve 
az egyes elemek lengései n számú  harmonikus (inga-
 lengések  álanak, hogy a rendszer középpont· 
jától  távolságban  (e középponthoz symmetrikusan 
 elemek lengései nem  ugyan, hanem symmetrikus 
 hogy az n2 számú lengési amplitúdók közül csak 
n független egymástól; végre, hogy a rendszer minden oly két 
elemére nézve, mely a rendszer középpontjától  távolság-
ban van, az ezen  elemekre a középpontjaikat egybekapcsoló 
egyenes mentén  translatórius  középértékei értékre 
nézve  de  nézve elentetek. 
b. Ennek értelmében a lengések n számú független ampli-
túdóit mindenkor úgy választhatjuk, hogy azok azon  számú 
(páratlan n-eknél n 2 
1 számú) feltételeket kielégítsék, melyek 
fennálanak, mikor a nevezet translatórius  a  
 részei a rendszer középpontja felé tartók, azaz vonzók; ha 
e szerint az álandó egyensúly alkalmával  translatórius 
 compensálva vannak, akkor ezen esetben a lengések az 
egész rendszer összehúzódását fogják létesíteni. 
e. De  hogy e független amplitúdókat más-
ként, még pedig úgy is választhatjuk, hogy ezek azon ; számú 
{páratlan n-eknél n 2 
1 számú) feltételeket kielégítsék, melyek 
fennálanak, mikor a nevezet translatórius  a lengések-
  részei a rendszer középpontjától el vannak fordulva, 
azaz taszítók; ha it is a stabilis egyensúlyi helyzetben  
translatórius  compensálvák, akkor ezen esetben a lengések 
az egész rendszer kitágulását fogják eredményezni. 
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I. Két elemi  áló rendszer lengései és translatórius . 
3. §.Jelölések. Az  a forgató nyomatékok és az 
r menti translatórins  általános . 
Legyen a  
m1 az  } 1 . , , . , k · , d'k e em1 magnes magnes1 nyomate a. m'l a maso 1 
s1 az  } mágnesi nyomatéknak positív iránya mentén szá-
s2 a második mítot hoszszak. 
r a két mágnes középpontjainak egymástól való távolsága. 
{} 1 az m1 } 't' · , , 'tí · ' 'lt 1 b ' t „ {} pasi iv iranya esaz r pos1 viranya a a ezarszag. 'l az m'l 
<p a -81 és a -82 szögek síkjai által bezárt szög. U a két  áló rendszer (mágnesi  . 
R az egyik által a másikra kifejtet  r menti . 
F1 l , , J a második mágnes az  l v f a forgato nyomatek, melyet 1 1 „ , / d'kr f' P 2 „ , • •. „ {} I  .:so  a maso i „a 
kozeppontJa korul a {  f SlkJaban feJt ki. 
K1 az  l , t  h tl , . t , k K , d'k f magnes e ete ensegt nyoma e a. 11 a maso l K1 81 az  l mágnes  szerkezete (sodronyai} K2 82 a második f csavarodásának együthatója. 
{}1 + e1 az  } mágnes  szerkezetének torsió-
·{}2 + e2 a második szögei; e1 és e2 az  függetlenek. 
{}{}
10 a  fl értéke álandó egyensúly alkalmával. 
'lO a ·cr'l!-ne 
a1 az  } mágnes szögkitérése a stabilis egyimsúlyi helyze-
a2 a második  e szerint 
{)1 = -810 + at} , k' . „ k _0 _ {} ; a1 es o.2 icsmy szoge . -crc2- 2o+a2 
L -m1m2 _!_ 
t - rs Ki rövidítések. 
E jelölésekkel : 
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. . (2) 
(3) 
r 
1. ábra. 2. ábra. 
4. §. A két mágnes egy síkban fekszik.  A mozgás és az 
egyensúly egyenletei, ha a két mágnes  és ha . 
Ha a  két mágnes egy síkban fekszik, akkor sc>=Ü. 
Ezen esetben a  §. (1) és (2) egyenletei: 
(4) 
(5) 
A továbbiakra nézve a ('81 + {}2) és ('81 -  sinu-
sait fejtjük ki az (a1 + a!'l) és (a1 -  kicsiny menynyiségek nö-
 hatványai szerint: 
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-cos (81± 192) =cos (810± 820+ a1 ±a2) =cos (810± 820) [1-t (a1 + a2)2+ .. ] -
-sin (810 ± 1920)[(a1 ± a2) -2  3 (cx1 ± a2)8 + .. ] (6) sin (81+82) =sin (810± 820+a1 + a'!l)=sin (810± 820) [1-t (a1±a2)2+ .. J+ 
+cos (810 ± 820)[(o.1 ± a2) -2  3 (a1 ± a2)3 ± · · · J
hol minden egyenletben egyszerre csak valamenynyi  vagy 
egyszerre valamennyi alsó  . 
Rövidség kedvéért legyen. 
COS (810 + 820) = C1; 
COS (810 - 820) = C2; 
sin (810 + 8'10) = s1 l sin (810 -·820) = S2 f (7) 
Az (5) egyenletek az elemek középpontjaik körüli lengései-
nek egyenletei; kicsiny lengésekre nézve a (6) kifejtések csak az 
  tagokig bezárólag alkalmazandók; e szerint az  
a 3. §. L1 és L2 rövidítései tekintetbe vételével: 
 = - L1(is1+ts'!.!}-l91(81o+e1)-[L1(fc1 L  
a. E két egyenlet azonban tetemesen egyszerüsbödik azon 
körülmény tekintetbe vétele folytán, hogy a1 = 0, r12 = 0 érté-
keknek a stabilis egyensúlyi helyzet felel meg, melyrn nézve az 
egyes szöggyorsulásoknak zérusoknak kel lenniök. 
E szerint: 
L1 (f s1 +  + 81(1910 + e1) = 0} L1 (f S1 -ts2) + 82(1920 + e2) = 0 
a stabilis egyensúly feltételi egyenletei. 
Írva rövidség kedvéért az álandókat : 
L1 (f C1 + t C2) + 81 = au 1. 
L2 (f c1 + t c2) + 82 =  f ' 
a mozgás (8) egyenletei irhatók _:
aí' + a11 ai + a12 a'l. = 0 } 
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melyek az álandó együthatójú lineár  differentiál-
egyenletek simultán rendszerét képezik. 
b. Legyen  kedvéért a két mágnes felfüggesztési 
vagy alátámasztási módja minden tekintetben  akkor: 
K K  f31=&2=f3; L1=L2=L; m1=rn!l=m(12) 
Ekkor a (9)- (11) egyenletek: 
: L (3s1 + S2) + e (810 + e1) - 0} 
L  - s2) + f3(1920 + e'l)-0 
a11 = tL(3c1  f3 = a22 J a12 = tL(3c1 - c2) = a21 f "+  + 0 r1 a11 ai  a"l. = \ 
a2 + a12 a1 + au a2 = 0 f 




a. A (15) rendszer egyenleteit öszszegezve, iletve egymás-
ból levonva, nyerjük: 
(a1  (a11 + ci12)(a1 + r1.2) = 0}. (l6) (a1 - a2) " + (a11 - a1g)(a1 - .  = 0 ' 
azaz, az a1 + a2 és az a1 - o.2 az  harmonikus mozgás .egyenletének felelnek meg. 
Jeleljék a (14) szerint: 
a11 + arn = 3Lc1 + e = J.i } 
au - a12 = LÚ'l + f3 = .  ' 
akkor a (16) teljes megoldásai : 
r1.1 + a2 = 2A11 cos ().1t + o1) 1 
a1 - a2 = 2A12 cos ().'!t + og) f 
hol Aw ó\ és A12, 32 az integrátiók álandói. 
(17) 
(18) 
A J.i és J.i positiv értékeket jelenthetnek csak, ha a1, a2 a mágneseknek a stabilis egyensúlyi  való szög-elongá-
tióit jelentik; ezenkivül a f3 positiv lévén, értékét mindig úgy 
választhatjuk, hogy a J.2-ek e feltételt kielégítsék. [V. ö. a (17)-et]. 
Negativ  J.i és .  azt jelzené, hogy a (16) megoldásaiTeális 
exponensekkel bíró kifejezések és így a1 és a2 az  mindig növekednének, azaz, hogy az egyensúly labilis volna, a mi felte-
vésünkkel elenkezik. 
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A (18) szerint: 
a1 = A11 cos ().1t + o1) + A1"l cos (A2t + apj } 
o.2 = A11 cos (J.1t + o1) - A12 cos (J.01t + o2) . (18a) 
Az egyes harmonikus mozgások periodusai: 
(19) 
6. §. A translatórius  középértéke. Speciális esetek. 
a. Az r menti translatórius erö (mely mindkét mágnesre 
nézve egyen!ö, de elentet elöjeHí.) a (3)-ból: 
l'J - a u - 3m 2 f 3 .a .a 1 .a .a \ '--Dr - -7 \2 COS (if1 + if0 + 2 COS (if1 - u2) 1 • (20} 
Kifejtve a { } jelekben  kifejezést a (6) séma alapján az 
az (a1 + a2) és az (a1 - a0 hatványai szerint és élve a (7) rövi-dítésekkel, a rendezés után : 
R- 3m21 3  1  3 1 --7,(2C1 +2CPJ-2S1(a1 +a2)-2S2(a1 -a2) (21} 
mely kifejezés az R-nek az a1, a'l. elongátióktól való függését explicite tünteti elö. Ha R negativ, akkor a középpontok vonzá-
sát, ha positív, taszítását jelenti. 
b. A 2. §. d. pontjának megfontolásai értelmében ezen  
 középértékét kivánjuk ismerni. 
Egy periodusra vonatkozólag a (18) kifejezések vagy négy-
zeteik középértéke sematikusan : 
lfT[COS (27!" t + a)]'l.nclt = 1 . 3 • • • (2n -1) • !_ l T 0 T 2.4 . 2n 2 1JT[ (2 )]2n+1 I T 
0 
cos ; t + a dt = 0 
(22} 
E szerint a (21)-nek R-el  akárhány periodusra 
vonatkozó középértéke a (18) és (22) szerint: 
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(23} 
hol a negyed-és  tagok elhanyagolvák; az A11 
és A12  az egységhez képest kicsiny álandók. Miután cos (7) szerint C1=cos(8-10+820), C;i=cos(810-820), továbbá a 810 és 820 értéke pedig 0 és t7l' közöt van: c1 negativ is lehet, míg  positiv. 
Ezért a (23)-nak az A11 és A12 amplitúclóktól függö része 
úgy értékre, mint elöjelre nézve nagyon  lehet. 
Ha nincs lengés, akkor : 
3m2 Bo = - r4 (-f G1 + t cq), (24} 
a stabilis egyensúlyban érvényes translatórius erö. 
Az esetben, mikor A11 = A12 =A, a (23)-ból: 
(25} 
e. A továbbiakra nézve speciális egyensúlyi  
induljunk ki. 
1. Legyen 810 = {}20 = /}0, mit a (13) értelmében az e1, e2 és a e alkalmas választása által érheti el ; ekkor a (23)-ból : 
R 3m2 1 3 0(} i 3 Art 0(} i A2 \ 03 = - 7 \2 cos"' 0 + 2 - 2 11 cos .. 0 --2 121 ("' a} 
2. Legyen 810 = (}'10 = 0, azaz a két mágnes egyensúly alkalmával a középpontjaikat egybekapcsoló egyenesen van és-
mágnesi nyomatékuk e vonalba esik. (Ekkor a () a (17) és (13) 
szerint zérusnak is választható, azaz ez vertikális tühegyeken 
forogható két mágnestü stabilis egyenslüyi helyzete, ha pl. a. 
föld mágnességének hatása compensálva van.) 
Ezen esetben (23)-ból: 
hol R0 a (24) értéke ·810=8'10=0 esetben. 
E szerint a translatórim erönek a lengés amplituclóitól 
függö része it mindig taszító. 
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3. Ha !J10 = {}20 = f;-(és ez az 1. §. b. pontjában említet belyzet) akkor f3 nem lehet zérus, míg az erö: 
R- 3m2, 1 3A2 iA2'-R11 3A2 +iA2' -7-+2 11-2 121--"ot -2 11 2 12p 
hol Ro a (24) ertéke a !J10='820=trr esetben. 
. (23c) 
Ezen 3. esetben az R0 erö taszitó; ha azt akarjuk, hogy a lengések folytán  része a translatórius  vonzás 
legyen, akkor az amplitúdók a  feltételnek tartoznak 
eleget tenni : 
2 \! .í-3 A11 -A12 > 0 vagy A11 v 3 > A12 • . (24) 
E feltételnek az eddig egészen tetszölegesnek hagyot A11 
-és A12 amplitúdók alkalmas választása által mindenkor megfelel-
hetünk; a  feltevés: A11 = A12 szintén kielégíti e feltételt. 
E szerint a bevezetés 1. §. cl. pontjában felvetet kérdésre 
azt felelhetjük, hogy két elemi mágnes esetében a lengés okozta 
vonzás tényleg feléphet s ha az amplitudók a (24) feltétel szerint 
választvák, mindig fel is fog lépni. 
I. Három  elemi  áló rendszer lengései és 
translatórius . 
7. §.Jelölések;  feltételek. Az  a 
forgató nyomatékok és az r menti translatórius . 
A 3. §-ban megálapítot jelölések it is alkalmazandók, a 
felmerilö  menynyiségek száma it egygyel nagyobb, 
mint ot, a hozzájárulókat a3 indexxel jelöljük; ezenkívül meg-
 hogy az eröfüggvény három  ál s hogy it a 
mágnesek középpontjainak távolságai r23, r31, r12, melyek il:ányai általában különbözök, és hogy végre mindegyik mágnesre álta-
lánosságban véve  nagyságú és irányú r menti transla-
tórius erök . 
E szerint it: 
l= m2;ia  cos(82+83)+t cos (8-2-!Ja)+ m3;i1 (-i cos(!J8+1J) + ) 
   
+t cos (8-3-81)} + m1;n2 a cos(!J1 +  cos (!J1-!J2): 
ri2 
j 








A továbbiakra nézve a mágnesek teljes  kívül 
még a 2. §. b. pontjában tet azon  hozzuk be, 
hogy a három mágnes középpontja egy egyenesen, egymástól r 
távolságban fekszik és hogy stabilis egyensúly alkalmával a 
mágnesek tengelyei az r irányával  {}0 szögeket képez-nek (3. ábra). 
Ekkor: 
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K1 = f {2 = I{_.'! = J(; 81 = (:)2 = 83 = e ; 
rn1 = m2 = mfl = m ; r12 = r23 = tr13 = r; 
L  L L m2 1· 1 = i! =  = J(r3 = _, · 
hol a1, a2, ri.3 az egyes mágnesek szög-elongátiói. A (26)  
1' au T_T (' ) T. cl2rJ.1 l '1=-:i -1\tJ öo+a1+-=1 = .c\-zt2; (}(}. J ( 
}' ac 1· . (9 ) „.d2o_, '!=-;:;--- \(:j 'o+a'l+e'! = _\-_112- ; j (J{}.'1 (i 
F. íj e - T.'  _ 3= -0 - Í\f:J(190+ a3+ e;i)=1\ z-t2; a:„ ( 
8. §. Az egyensúly é8 a mozgás egyenletei. 
. (28) 
. (31) 
a . Képez>e a (31) egyenletrendszert a (:-30)-ból, megjegyezve, 
hogy a1 =0, a2=0, afl=O, a stabilis egyensúlynak felelnek meg, -és hogy ekkor mind a három mágnes szöggyorsulása zérus, 
nyerjük az egyensúly egyenleteit : 
tL(1  2{}-0 + f3(80 + e1) = 0) í L (1 + 1) sin 2H0 +e (80 + e2) = 0 t L (1 +-§-)sin 2{}-0 +e ((}0 + 23) = 0 
 még közyetetlenül folyik: 
€1 = E3 l 
16 ({}-0 + 21) = 9 (80 + 22) f · 
- (32) 
. (32a) 
b. Képezve most a (31) egyenleteket (30)-ból  a1, 
r;.2, a3 értékek melet, továbbá a (16) séma szerint kifejtve (30) argumentumai sinusait az a1, a2, a3  hatványaig bezárólag, végre pedig a  rövidítéseket vezetve be : 
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1f L(+ 1+3 cos 2/J0) + (-) = aul 
2L(-1+3 cos 280) = a12 
 L (-1 + 3 cos 280) = an f T L ( +1 +  3 cos 2 H0) + (-) =  
15 
(33) 
nyerjük a  rendszerét a mozgásegyenleteknek: 
 + a11 a1 +a H (J.q_ + a13 a3 = 0 l 
a2 + aH. a1 + a;i2 a2 + a12 r1.3 = 0 . (34) 
 a13 a1 + al'l u.'1. + cil a3 = 0 
9. 'il· A rends::er együtes le11géseinek . 
Ezen (34) rendszer álandó együthatójú lineár simultán 
differentiál  álván, megfejtése az ily egyenletek el-
méletének elemei szerint közvetetlenül történhetik. 
Ha 
a 1 =A1 cos ().t + J), a\!=A2 cos (J.t + o), a3=A:-i cos (U + J';l) (35) 
a partikuláris megoldások egy rendszere, hol A1, A:;i, A3, a az integrátió álandói, akkor ezeket a (34)-be helyetezve, az A1, A2, A3, J. a  rendszert tartoznak kielégíteni 
(a11 - J.2)A1 + a1'1A2 + aL:'lA3 = 0 l 
a,\! r11 + (a22 - ).2) A2 + a,'l. A3 = 0 
1
. 
a13A1 + aH A2 + (a11 - ),2) A:i = 0 (36) 
a. E szerint az A1, Ai, A:i együthatóiból képezet deter-mináns  ; azaz : 
\a11-J.2 at'1. arn 
D = / Cl12 a'!:'2 - ;,2 at2 
a13 a12 a11 - ;.2 
=Ü, . (37) 
mely az ),2 meghatározására szolgáló  egyenlet. 
 észreveszszük, hogy a D irható * : 
Cl11 - ;.2 + CLrn 2a12 
D = arn a22 - ;.2 
Cl13 Cl12 
E szerint a (37) egyenlet szétbomlik a   : 
* V. ö. a 27. lap utolsó kikeznését, a 28. és a  30. lapokat. 
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(a11 + a13 -J.2) (a;i2 - J.2) - 2ai; _ 0} 
a11 - avi - ;. -0 
melyek gyökei rendre : 
. (37a} 
b. A. (36) egyenlet-rendszerhez értelmében az A1, A2, A:i 
álandók közül   ki a harmadik által, mely utóbbi 
. 
Ha rövidség kedvéért 
a (36)-ból: 
A3 -B A - 3, 1 
aJJ - },2 +. a'12 BJ. .+ avi B3 = 0) 
ai2 + (a:i2 -;.2) B2 + a12 B3 = 0 
a13 + aBB2 + (a11 - J.2)B3 = 0 
. (39) 
. (40} 
Ez az egyenletrendszer érvényes a nevezet A1, A2, A3, 
álandók-, iletve B2, B3 viszonyaik azon három rendszerére 
nézve, melyek a ;.i, .  .  gyökértékekhez ta1-toznak ; e viszonyo-
kat most meghatározzuk. 
e. Legyenek Aw Aw A31 iletve B2i, B31, a J.I-höz-, A12, 
A22, A32, iletve B22, B32 a ;.;-hoz tartozó értékrendszerek; a .  
és .1.: a (37a) egyenletnek felel meg: 
vagy: 
(a11 + a13 - J.2) (a22 - J.2) = 2aI2, l 
arn =  y(a1 + a13 - ;.2) (a22 - J.2) . • (41) 
E gyököt  jelelve s ezen öszszefüggéssel az; 
a1'!-t a (40)-böl eliminálva, ez a rendszer J.i-ra nézve: 
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2 1 „rr-. -au -J.1+tf2 y ( ••• J( •. ) B21+a13B31=0 
-v· ltf (. · .) ( . )+  - .  B 21 +  V(. · .) (. )B31 = O (4012) 
1 „ r 2 a13 + tf2 Y (. · .)( .• )B 21 + (a11 -J.1) B 31 = 0 
hol a (41)-nek f ( .. )( . )gyökében J.1  }. h elyébe. 
E  
B --if 2au + ai3 - J.i B -+ 1 21- ).'i! ' :u -a'!2 - ·1 
Hasonlóképen nyerjük a .  tartozó viszonyok értékeit: 
Tekintetel a (41 )-re : 
A13  
ai2 
2 a11 + ai3 - J,2 
a12 
j - A11i ' ( ' „r( 12 8 2 \ au+arn-aw-Y a11+a13--aw + ai21; ai.'! 
A32 = A12 
cl. Ha A13, Aq3, A33, iletve B23, B33 a .  tartozó érték-
rendszer, akkor ).: = a11 - a13 értékét (38)-ból ( 40)-be helyetezve 
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a13 + a12 B23 + ai3 B33 = D . : . ) · a12 + (a2 -a11 + a11i) B23-+:  É33 = 0 . 
arn + ai2 B23 + a13 Bs., = 0 
. ' 
(40s) 
Ézen egyenletek megoldása : 
B'!.3=0; B33= ·-1 azaz (39) szerint : 
A13  ;  
Ezek szerint a (34) rendszer teljes megoldása: 
a1 =A11 cos (J.1t+a1)+A12 cos .  cos (J.3t+os) 
2a12 A  2arn A a2= 2 11 cos 0.1t+o1) 2 12 cos (J.'!.t+o2) a22-l1 a'!.'!.-J.2 
. (43) 
a3=A11 cos  Arn . . .  
hol A1v A12, A13; o1, 62, 63 az integrátió független hat .álandója 
, ·2a12 , 2a12 't'k' (4q>)' (4CJ>)f l'"b esaz --2 es--2 er e ei a .. 1 es  ormu a1 an az a2'!.-J.1 a2'!.-l2 
A11 iletve A12 együthatói. 
10. §.Az r menti R1; R.2, R3 translatórius  . Középértékük. 
a. A (27) egyenleteket a  képezve és bennük a (28) 
 behozva, nyerjük' 
R 3 m2 1 3 1 \ 1=-2?;4 \ 3 cos (81+·8"1)+ cos  cos (83+'171)+ 16 cos ('173-81)[ 
2 ' R  {3cos(81+82)+ cos(/l-1- 82)-3cos(82+8a)-cos(8"1-8a)} (44) 
2 1 3 . 1 R.3=--i  {3 c'os (8qi+83)+ cos (0-qi- 83)+ 16 cos (83+-81)+ 16 cos (83-81)} 
Tekintetel a (29) értékekre, a (44) egyenleteknek a (6) 
séma szerint végzet kifejtése és rendezése az a1, a2, a3  
 és valamenynyi magasabb  tagjl!Linak elhagyásával 
a  összefüggéseket szolgáltatja : 
bS> "il-
. íl 
}'.:) _ 3 m 111 51 2 J ( )2] s 0.(l ( + )2+ t ( + )2J+ \  +16 n3- n1 - 11-cos,,u01 ri1 a'i! 16a1 a1 „1 
R2= - l  {-i[(a1- a2)2-(a2- a,i)2]- j cos Mi(a1 +a,J2-(a'l+a3)2J+ . ) 
R3= -i  {N  280- f  . }
(45) 
b. A páratlan hatványú tagokat azért hagytuk el, mert ezek az  középértéke  képzésén él zérust 
adnak (v. ö. a (22) kifejezéseket). 
 továbbá, hogy az (ai + n,i)2, (a2-ri3)2 stb. öszszegeket vagy különbségeket a (43)-ból  képez-
zük; a  négyzetre emelésnél tiszta quadrátos, cos2(l1 +r)1), •••  és szorzatos, cos Ui+o\!) cos (A3l +íls), . · . 
 tagok.keletkeznek. Az  a (22) szerint az H középértékekhez véges taggal járulnak ; az .utóbbiak 
szétbonthatók t cos [(A'l + l3)t + a2 + o3] + {-cos [(l2 - ls)t +  - r)!l] tagolu·a, melyek a (22) szerint szintén nem képesek a középértéket befolyásolni. 
Ezek értelmében a (43)-ból észreveszszük, hogy az (ri2-r1.:3)2 középértéke az  az (r12+as)2-é 
pedig az (a1 +ri2)2-ével  s így végre találjuk, hogy az R.1 és az R3 középértékei egymással  míg az  zérus. 
Explicite kifejezve e középértékeket:· 
R 3m2 111 51 t 2arn )2i_A2 . 2a12 1-A2 1-A2 2A2 1 1=--2- tw+i6cosM0-2[(1+ 2 ! 11+(1+- 2 )2 2 l'l+!I! rn+ffi 13J -r4 a22-l1 a22-l2 
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Az it  2a1ei 2 és 2a12  értékek a (421) és (422)-a22-J.1 .  
ben az A11 iletve Arn együthatói. A (46)  a [] zárójelekben  két öszszeg 
mindig absolute positiv, de mivel a második öszszeg szorzója. 
cos 2,(}0, ez utóbbinak  lényeges. Stabilis egyensúly alkalmával az A11, A12, A13 amplitúdók 
zérusok és a translatórius  : 
_ 3 m2 111 51 , _ ) R,o -- 2 - 4 lii + 16 cos 2801 -R30 r . 
Rio = 0 = Rio 
(47) 
'Mindaddig, míg 1 + 3 cos 280>0, azaz míg cos 280>-t, 
vagy 80<54° 44', az R10 és R30 a  mágnes középpontja. felé irányítot vonzást jelent, ezentúl taszitást. 
1. Ha ,80 ._-tr., (hol {}0 a sr,ög, melyet a mágnesek stabilis egyensúly alkalmával a középpontjaikat öszszekapcsoló egyenessel 
képeznek 3. ábra, 13. 1.), akkor cos 280 feltétlenül positiv és a 
(46) kifejezések {} zárójeleiben az Aw Arn, A13, amplitúdóktól 
 tagok öszszege mindenkor elentet  mint az R10, 
vagy az R30; mivel pedig a 80=tir határig ezen  a (47) értel-mében vonzók, a lengések fennálása e vonzás csökkenését fogja 
maga után vonni. 
2. Ha ín>  akkor cos 2{}0 negativ és az amplitudók-
tól  tagok öszszegének  a 80-tól és az A11, A12, A13, 
 függ. Ezen utóbbiaknak alkalmas választása által tet-
szés szerint elérhetjük azt, hogy a translatórius  a len-
gések folytán  változása vonzás vagy pedig taszitás. 
11. §. Speciális esetek: a mágnesek tengelyei a középpont-
jaikat egybekapcsoló egyenesben fekszenek vagy erre 
gesek. 
a. Legyen a  7-10. §§. formuláiban mindenüt 
{}0 = 0, azaz a stabilis egyensúly alkalmával a három mágnes mágnesi nyomatékai a középpontjaikat egybekapcsoló egyenes-
ben fekszik. 
Ekkor a (33), (38) s a (421), (422) a   rendre : 
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34 au-avi= 16L+e 
112 L  
26 16L 
LA ;.i, .  .  értékei még akkOT is positivek, ha e-át zérusnak 
"Yálasztjuk; e választás (mivel 80=0), a (32) egyenleteket is kielé-
gíti, ekkor a három mágnest vertikális  szabadon 
foroghatóknak tekinthetjük (a föld mágnessége compensálva 
lévén) és stabilis egyensúlyi helyzetük a 80 · O-nak felel meg]. 
E  folyólag, körülbelöl  1 -résznyi pontossággal nyerjük: 
2a12 _ 1 13 --a -,2 - - T6. 
22 1•2 
Ezek alapján a translatórius  középértéke a (46)-ból 
némi rövidítések után 
- _  3 m  {17 [(55 2 36] 2 [ 29 2 36] 2 17 2 \ _ -R1--2T4 4-16) -16 A11- (16\ -16 A12-16A131-R3 (48) 
E szerint a translatórius  a lengés amplitúdóitól 
 részei it mindig taszitók. 
b. A mágnesek stabilis egyensúlyi helyzete legyen a közép-
pontjaikat egybekapcsoló egyenesre  ekkor 80 = tr. 
Ekkor ismét a (33), (38) és (421), (422)   
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It ;.t 1ct .  csak akkor positivek, ha 
168 > L és 168 > (27 + f25 + 8. 256)L), 
mely utóbbi feltetel az elöbbit is magában foglalja. 
A felírt értékek egy ezredrésznél nagyobb pontossággal 
adják: 
Ezek szerint a translatórius  középértéke a (46)-ból 
némi rövidítés után 
It az Ar2 együthatója negatív. 
Ha azt kívánjuk, hogy az egyensúlyi helyzetben taszító 
translatórius  a lengések folytán vonzó rész járuljon, akkor 
az amplitúdók  feltételnek tartoznak eleget tenni : 
2 2 m 78A12+7Ai3>16A11, . (50) 
melyet az A11, A12, Arn  választása által mindig kielégít-
hetjük. 
III. Általános eset: T  számú, középpontjaikkal  
közökben egy egyenesen  álandó egyensúly alkalmával egy-
mással párhuzamos mágnesek rendszere. 
12. §. Az  a forgató nyomatékok és a transla-
tórius  általános kifejezései. Az egyensúly feltételei. 
A  · wegvizsgálandó rnndszerre nézve már 
eleve azokat az  felvételeket hozzuk be, hogy a mág-
nesek: minden tekintetben egyenlök, hogy. középpontjaik egy-
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má tól egyenlö távolságokban egy egyenesen fekszenek és hogy 
sta.bili egyensúly alkalmával tengelyeik mind párhuzamosak és 






Legyen n a mágneselemek száma, r a szomszéclos közép-
pontok egymástól való távolsága; {}k a k-ik elem és a középpon-
tokat egybekapcsoló egyenes közöti szög {}-k + ck pedig a torsió 
szöge (v. ö. a 3. §-ot), akkor az eröfüggvény, a forgató nyomaték 
és az r menti translatórius erö sematikus kifejezései : 
, au . d2{}k 
Ji.k = fJ(}k -K&({}k + ek) = J{ dt2 (51) 
. n au > R1c = .]--, l<k; 
l=1arkl . 
Az Rk képzésénél egyes tagjain!J,k elöjele veendö figyelembe. 
Feltevéseink értelmében a távolságok absolut értékei : 
24 
Továbbá 
ra = r23 = 
?'13 = r'M = 
ra = r25 = 
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=rn-1,n=r; = rn-2,n = 2r; = rn-3,n = 3r; 
r11c = r!il, k+1 = .. = rn-(k-1) ,n = (k -1) r; 
r1 ,n = (n-1)r. 
íh = fJo + a1c, 
hol ak a változó és így : au d2a1c Fk = oak - KéJ(fJo + rtk + ek) = K dt2 
Írjunk most rövidség kedveért: 
1 · · · + (n-1)3; 
1 .. + ( 0)3 ' n - „ 
. (51 a) 
(52) 1 1 1 1 hk= (k-1)3 +. •. + 23 + 1+1+23 + • • • + (n-k)B; 
1 
hn = (n-1)3 + 1  1 . +33 + 2s + 1. 
hol, mint azonnal észreveszszük, ál: 
h1 = hn 
végre 
avagy 
 = hn-1 , 
h!_ = h!1:_+1} ha n páros, 2 2 
hn- 1 = hn+3) 
h-1!- _ h-
2- ha n páratlan. 
n+J - n+1 -S!- -2-
(52a) 
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Képezve a (51a)-t s benne az a-kat és az ak gyorsulását 
zérussá téve, nyerjük rendre az egyensúly feltételi egyenleteit 
( L = .  lévén ) : 
:i ú, ;in_2u; +e (a,+:•)· 0 l (53) 
hol az (52a) és az (53)-ból folyólag: 
végre en = en 1 ha n páros, 
-2 -2+1f (53a) 
én--1 = én+3 I
-2- -2- ha n páratlan. 
én+l = én+l 
- 2 2 -
13. §.A mozgás egyenletei. 
Az (50)   és (51a)-ból a lengések  
is közvetlenül következnek, ha a cos (1h+8i)=cos (280+ak+ai) 
stb. kj.fejezéseket a (6) sémákkal az a-k szerint kifejtjük és ezek-
nek csak  hatványú tagjait megtartjuk. 
Az a-k együthatóit  jeleljük: 
a„=iLh,(1 +3 cos 28,)+11; a„ _ iL(- 1 +s  ."" ti4(- I +3  28,); .. a,. L  (-1 +3 cos 28,) ;\ 
a21 =a12, a22-tLh2(1 +3 cos 280)+8, a23-a12, a24-ci13, .... .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . · 1 (54) a„ _a, ; a„ = a,„_, ; .. a„,_, = a„, ; a"= t Lh,( 1 + 3 cos 280 )+ B ; "'+, _ "'·' .. "•_  ; 
an,1-a1,ni an,2-µ1,n-1, . . an,n-1-a12, ann-yL10i(1+3cos2'8o)+e. 
Tekintetel az (52a) értékekekre 
ezenkívül végre : 
a11 = an,n ;  an-1,n- 1 ; aM= an-'il,n-2; · · ; 1 
a11 n=an n hanpáros, (54a) 
2•2 2+1.2+1 1 
an- 1  n- 1 =an+3 n+3 . an+l n+1 =an+l n+1 ha n páratlan. - 2 - , 2 - 2 - '-r' _ 2 _ ' _ 2 _ __2 _ ' _ 2 _ avagy 
Ezek szerint az (51a)-ból származó mozgás-egyenletek [az (53) egyensúlyi egyenletek levonásával] a  
 +a11a1)+ciwi!I! +arnas + ........ +a1,n-1an- 1 +a1na1n =0 
awi1 +\a;{ +cl22a2)+a12a3 + ...... +a1,n-2an- 1 +a1,n-1a1n =0 
( 
11 1 (55) a1ka1 +a1,k-1a2 + .. +a1,2ak- 1 + ak+a1r1ca1c)+a12a1c+1 + .. +a1,n-k+1a1n = 0 
ai,n-1a1 +a1,n-'J!f12 + ... •. +a12an-2+(a;;_ 1  =0 
ain a1 + ai,n- 1 a2+ ... +a12an-1 +(a;;+a11an)=O 
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Ez az álandó együthatójú  lineáris differentiál• 
egyenletek rendszere azonnal . 
14. §. A mozgris-egyenlP.teknek LAGRANGE-féle determinánsa. 
Ennek szétbontá,sa két cildetermináns szorzatára. 
Ha 
a.k = Ak cos (U + o) (56) 
az (55) rendszer egy partikuláris megoldása, akkor az Ak és a J. 
a  öszszefüggéseknek tartoznak eleget tenni : 
(Cti-),2) Ai + Cl1!Acl + ... + Cl1nAn =0 
Cl12A1 + (l'22- J.2)A2 + .. + ai,n- 1 An=Ü 
(57) 
E szerint a rendszer LAGRANGE-féle determinánsa, mely 
egyszersmind a J.2-re nézve  meghatározó egyenlet, a 
a  mindkét diagonálisrci nézve symmetrikus szer-
 
Cl11 - ).2 Cli2 Clrn • •••..••.. lt,n- 2 ai,n- 1 Cltn 






CL1,k- 1 . • • a12 Clkk - ).2 aa ... 
Clt,n- 2 
Clt,n- 1 
CLt,n- R • · · • · • · • • a12 
CLt,n- 2 •••.••.•. Cl13 
a22- J.2 
Cl12 
a1,n-k+l =Ü (58) 
Azon tétel, hogy ezen egyenlet valamenynyi J.2 gyökértéke 
reális, többféleképen van bebizonyítva. (V. ö. pl. RouTH, Dynan-
rics of a system of rigid bodies, II. 36. 1. lábjegyzékét.) 
Ezen determináns, miként azonnal bebizonyítjuk,  
symmetriájánál fogva szétbontható két más determináns szor-
zatára; ha n páros szám, akkor ezek mindegyikének foka  ha 2 
n páratlan, akkor az egyiknek foka n t 1 , a másiké n 2 l . 
A szétbontás alapjáúl a determinánsok elméletének azon 
elemi tétele sz;olgál, hogy a determináns értéke nem változik, 
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ha egyik oszlopának (vagy sorának) elemeihez egy másik oszlop 
(vagy sor)  elemeit  de ugyanazon  
szorozva hozzáadjuk. 
E tételt a  bizonyításánál sokszor fogjuk alkai-
mazni; de  a páros n-ek esetét s a páratlan n-ekét 
külön-külön tárgyalni. 
a. Legyen n páros szám. 
1. Adjuk az (58)  oszlopa elemeihez az n-ik oszlop meg-
 elemeit, a másQdik oszlop elemeihez az n -1-ik oszlop 
 elemeit s i. t. végre az  -ik oszlop elemeihez az  + 1-ik 
oszlopéit; a többi;  +  1 - ,  +  2 - , .. n-ik oszlopok ele-
meit változatlaníl meghagyva. Ezen új a D-vel  
determinans  sorának elemeit vonjuk most le az n-ik sor meg-
  továbbá a második sor elemeit az n -1-ik sor 
  s i: t., végre az  -ik sor elemeit az  +1-ik 
. 
A  determináns értéké a D-ével teljesen  
de a nevezet   befejezése után észreveszszük, 
hogy azok az elemek, melyek az  második, ..  -ik oszlop 
· n 1 n 2 "k t "h 1 · f k - k ' ·esaz 2 + ,  + ,.. n-1 sor me szo e yemeszene , zerus 
értéket mutat;ftk; ezen elemek száma (  )2• 
E szerint ez a determináns  a két adjungált n -ed 2 
 subdetermináns szorzatával. 
A ket subdetermináns D1 és D2 pedig a  észre-·vétel értelmében a   : 
/ a11+a1n-2'2 
aa+a1,n- 1 
D1 = 1 a1,m+a1,n-111+1 
a n +a n 
1 1,2- 1 1,2 
1 




ai,in- 1 +ai,n- m 
a n +a n 1,2-2 1, 2 - 1 
a n . +a n 1,2-t 1, 2 
a 13+a1,n- 2 .. · · . · · · · · · a „+ a n 1, '! J,  l 
a1\l+a1,n-s . · · . · · . · · · · · · a n +a n 1, !l!- 1 1, 'i! . 
· · · a111111+a1,n-2111+2 -J.2 .. a n +a 11 I ·(591) J -111+1 1 -in+<> ' J 2 J 2 .. 
.... an n + a1,.i.-J.2 aa+a13 2-1,2-1 
........ a12 +a13 an n +a12-J.2 
2 · 2 
1 a11-a1n-),2 a12-a1,n- 1 ct13-a1,n- 2 .. a n-a n 
1, 2 1,2+1 
a n-a  1 - 1 '! 2 -
(592) 
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A D11 szerkezete csak anynyiban különbözik a D  a menynyiben az  minden elemének második része negatív, 




D1=0 }· . D2=0 (60) 
azaz a ),2 meghatározó  az (591) és (592) kéti-ed  
egyenletre bomlot szé.t. 
b. Legyen n páratlan szám. 
Ezen esetben az a. alat említet operátiókat csak az  
n -1 'k' t 1 „t' l .n + 3 ik 1 k ·11 t ' az -2- -1 -s az u o so o ·osz opo ·ra-,1 e>eezutan
k 1 Ő.  n -1 'k 1 ' ' l n + 3 'k k.r <Jsa az e s az -1 s az uto soto az ·-- -1 soro ·a z 2 
szabad alkalmazni. 
Ezen esetben a származó determináns azon elemei, melyek 
 , d'k n - 1 l , . n+3 n+5 'k az e s , maso i •. - ,,- osz op es az -9- , -9- , .. n-1 z   
sor  fekszenek., zérus értékkel bírnak? ezen elemek 
( n - 1 )2 száma -·-2 . 
, , n+1 n-1 E determináns  az .,.---ed s az  ad .  2 ' .  2 
jungált D1 és D2 determinánsok szorzatával, melyek szerkezete it a  : 
au +a1n - )2 a12+aJ,n- 1 
a12+a1,n- 1 Cl22+a1,n-2-A2 
a n - 1 +a n+a J, 'l! 1,- 2-
a n-s+a1 n+l 1·- 2 - , - 2 -
D _ 1 a1,111+a1,n-m+1 · . amm+a1,n-2ni+2- A2• 1- . a 1i-<i!m+1 +a1 n -!lm+5 1, !il-, -
a n- 1 +a n+3 1,-'i!- 1,- 2 -
2a n+l 1, - 2-
a n-s+a n+1 l,-!i!- 1,- 2-
2a n- 1 1,- 2 -
au -a1,n- A2 
D= 2 
a n - 1 - a n+s 1,- 2 - l,-!il-
an- 1 n - 1 +arn -),2 - 2- ' - 2-
2a n- a . . . 2aa 
 
aa-a1,n- l · · · · a n - 1 - Cl n+3 1,2 l,-!il-
a n- s- a n+1 J,- 2- l,- 2 - an- 1 n- 1 -a13-A2 _ 2 _ ' _ 2 _ 
a n+1 l,- 2 -
a n- 1 1,- 2 -
a n -!ilm+3 1, !il-
ai2 









 U2 l;'1 P1 
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A D,.l it csak anynyiban különbözik a D  a menynyiberr 
az  minden elemének második része negatív, míg az a D1-nél positiv, az a -).2  érintetlenül maradván; ezenkívül a. 
D'i!-ben a  D1-nek utolsó oszlopa és sora hiányzik. 
It is D = D1D'i! = 0 lévén : 
D1 = 0}. 
D'l=O '. . . . . . (62) 
e szerint a .l.2-et meghatározó egyenlet a jelen esetben egy 
n ! 1 -ed és egy n 0) 1 -ed  egyenletre bomlik. 
-'" -'" 
Észreveszszük, hogy az (591) és (592), valamint a (611) és 
(612) determinánsok szintén symmetrikusak, de csak egy diago-
nálisra nézve. 
15. §.A lengések kitéréseinek általános kifejezései. Ampli-
túdóiknak egymásscLl való öszszefüggése. 
Jeleljék ;.;, .  .. ;.% .. ;.;, a D = 0 determináns (58) gyö-
keit; az (56) partikuláris megoldás sémájából az általános meg-
oldás az ak lengés-szögre nézve : 
n 
ak =  cos ().zl + ih) , . 
 
. . (63} 
hol a ai és az Akl az integrátió álandói; az  száma n; 
az utóbbiaké n2• Ámde az ily differentiálegyenletek elemi elmélete 
szerint az (55) rendszer teljes megoldásában csak 2n számú füg-
getlen  álandója az integrátiónak lehet; ha a o-kat 
ezekhez számítjuk, akkor csak n számú Aki független amplitúdó 
létezhetik. 
Az amplitúdóknak egymással való öszszefüggését az (57} 
rendszer fejezi ki, mely az egymáshoz tartozó 
21, Al,  .. Akl .. Ani 
értékek minden egyes, l = 1-tól l =n-ig  rendszerére 
nézve külön-külön fennál. 
Egyike ezen egyenletrendszereknek: 
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(1111 -i.F) A1l+ U 12 A2l + · . · + lt,n-1 An-t,l+ (l1,nAnl =  
G) .  .. +ci,n-2An-1,1+a1,n--1An,t=O 
111.11-1A11+a1,n--A21+ .. +  
ltn .J.11+  ...  + aaAn-1,i+ (a11- i.[)An,i=O 
Ezen egyenletrend zerben az Al .. A111 amplitudók együt-
hatói mindkét diagonálisra nézve symmetrikusak és megfelelnek 
a,  § (591) és (592), iletve (6h) és (612) egyenleteinek. 
Könynyü ezen ubdeterminánsolmak az amplitudók.ra vo-
natkozó jelentését  megálapítani. 
11. ö, z zegezve a (64) rendszerben az  és az n-ik, a má-
odik és az 1i -1-ik egyenletet s í. t ., ösz zegek rendezése utá:o 
nyerjük rendre : 
(a11+111n - J.T)(i-l1l+ 111)+ (a12+a1,n- 1)(A!l+An-1,t)+ · · · · · ·  1 
(ati!+ 111,n- d  .. =0 , (641) 
. . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
mely  az (591), iletve a (6h) determináns adódik, 
a szerint, a mint n páros vagy páratlan. Mivel azonban a neve-
zet determinánsok a }.2-et meghatározó D = 0 (58) egyenletnek 
J,i,  ..  iletve .. ;.;,+1 gyökeit határozzák meg; azért a (641) 
 csak az2Z  l=  l=n!1 -ig ter-
 A együthatókrendszeréreszolgáltathatja e determinánsokat. 
b. Elenben levonva a (64) rendszerben az n-ik egyenletet 
az elsöböl, az (n- 1)-iket a másodikból s í. t„ a különbségek 
J 
rellezése után nyei:jük: .. 
(a11-a1n-J,I)(A1l-Ani)+(a12-a1,n-1HA21-An-1,l)+ · · · · · · =0) 
'!  (aB-a1,n- 1) (A1l-Ánt)+(li22-a1,n-'!-Az)(A2i-An-1,l)+. · ·  2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 páros n esetében az (592), páratlan n esetében a 
(612) adódik. Miután ezek a  determinánsok a ).2et meghatározó 
D = 0 (58) egyenletnek ;.;1 , ;.; ••• ;.;, iletve ;.;+a, ;.;+5 .. "j+1 2+2  - 2-
M T. AK f:R.T, A MA'fH, TUD. KÖRÉBŐ . 1891. XJV, K. 5. SZ. 3 
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 .  gyökeit tartalmazzák, azért a (642) egyenlet ezen deter-
minánsokat az A együthatóknak is csak azon rendszereire nézve 
szolgáltathatja, melyeknél az I az l=   iletve l= n;3. 
 az l =n-ig  értékekkel bír. 
De még tovább mehetünk. 
1. A (642) rendszert még az l =  az l =  -, iletve 
l n + 1 · t · d" · d  k , , · b  d (64'- b "l k ' =  erJeomexe szamara isszaaa r o epez-
nünk; de ekkor nem szabad az (592), iletve a (612) determi-
nánst szolgáltatnia, mert ezen  22-kra nézve az (591), 
iletve (61i) determináns érvényes. Miután pedig a (642)-ben az 
A1l-Ani sí. t. különbségek együthatói nem zérusok, azért az 
Z-nek most említet értékeire nézve e különbségek legalább egyi-
kének zérusnak kel lennie, mert csak ez által van elérve, hogy a 
(642) az (592)-t, iletve (612)-t nem adhatja. De ekkor a (642) egyen-
leteinek most röviden 11-vel  száma megmaradt, míg az 
A1l-Ant .. meghatározandó különbségek száma egygyel apadt, 
és így a (642) 11 számú egyenleteinek minden 11-1-ed combina-
tiója a l2 számára egy (v-1)-ed rendü determinánst ád, mely 
determinánsok egymástól általánosságban különböznek és az 
ekkor érvényes (591), iletve (61i) determinánssal általánosságban 
szintén nem, még rendjülue nézve sem egyezhetnek meg. Ezért 
kénytelenek vagyunk felvenni, hogy akkor az A11-Ani .. kü-
lönbségek közül még egy. azután még egy s í. t. végre pedig az 
utolsó különbség is zérus. Ennek értelmében a (642) rendszer 
egyenletei az  l=  -ig, iletve l=n;l -ig csak identitá-
sok, melyekben az A1l-Ani, .. különbségek mind zérus értéküek. 
2. 'l'eljesen ily módon, mint a  1. pont alat bebizo-
nyíthatni, hogy a (641) rendszer egyenletei az l=  +  iletve 
az l = nt3  az 7 =n-ig csak identitásokat  me-
lyekben az Al + A111, ••• öszszegek mind zérus . 
Szemmel tartva az épen nyert fontos eredményeket, az n2 
számú A11 ••• Ann amplitúdók öszszefüggését  írhat· juk fel: 








A n=A n, 1,T n,-2 
A21=An-1,1 ...... An =An T•l !!+1,1 
A2'i!=An- 1 '2 •••••••••••• An =An ' T •2 2 +1,:i! 
A 11=A n ...... An n=An n 2•2 n -l,2 2•2 2+l, 'i! 
l n A.  n  = - A n , A n =-A.  n .. An n = - A.n n =2+1: t , 2+1 n,2+1 2,2+1 n-1,2+1 2, 2+1 2+1,2+1 
l=n-1 A1,n- 1 =--A.n,n-1, A2,n-'l! = -An-1,n- 1 An =--An 
2,n- 1 2+1,n- 1 
l=n: An =-An 'i!'n 2+1,n A1n=-Ann, A2n=-An-1,n · • · · · · · · · · 






 Q 0, 
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l=1 
l=2 
bb. ha n páratlan és az l rendre: 
A21=An-J,1 .. A.n- 1 =An+3 
 2 ,1 
Au=An-1,2 .. An-1 =Án-r3   
n+1 l=  1 n+l =A n+1, · ·. · · · · . · An-1, n+1 =An+3, n+l "' l,- 2- n,-2- - -'!- --2 - - 2 -
n+3 l= -2 :A n+3= - A n+3, ... An-1,n+:i=-iln+3, n-i: 1• 2 n,- 2 - 2 -  - 2 - 2 
l=n-1: Ai,n- 1=-An,n-1, .... An-1, =-An+3, 2 - n- 1  n-1 
l=n : Ain=-Ann, ... ·. · .. An-1, =--An+3, 
 n 2- n 
az utolsó oszlop az egyenként  önmagukkal  An+i , -2-,1 
An+l .. An+l amplitúdókat tartalmazza, de ezek közül az - 2-,2 - 2-,n 
An-i 1 n+3, An+1 n+5 .. An+1 amplitúdóknak zérusoknak 
 - 2 , - 2- - 2-,n 
kel lenniök, mert különben a (64) vagy a (642) az l =  esetre 
nézve nem adhatja a . (V. ö. e§. 1. és 2. pontjait.) 
Az öszszefüggések száma it n ·n; 1 = Hn2- n); az ampli-
túdóké n2• 
16. §. A kiszámítandó és a független ctmplitúdók. 
Észreveszszük, hogy a (65i), iletve (652) öszszefüggések he-
lyetezése a (64) rendszerbe közvetetlenül szolgáltatja az (591) 
és (591) és (592), iletve a (61i) és (H22) determinánsokat. 
Evvel azonban az Akl amplitudók egymással való kapcsola-
tának vizsgálata még nincsen befejezve; ugyanis a fent tet 
megjegyzések szerint páros n-eknél niég tn2, páratlan n-eknél 
meg fn2+n amplitúdó ismeretlen. 
De ezek az amplitúdók a (641) és (642)  adódnak; 
ezek a rendszerek ugyanis a (65i) és (652) szemmel tartásával:. 
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n n+1 1) ha Z<2, vagy <-2-
(a11+a1n-J.1)Al+(a12+a1,n-1) A2i+ .. =0 ) 
. .  .  -.J.1) .  .· . ." . 0 (66i) 
Miután a (661) és (662) egyenletek minden egyes rendszere 
homogén lineáris  ál, melyeknek aldeterminánsai 
általánosságban véve a zérustól különböznek, azért minden egyes 
rendszer egyszeresen határozatlan, azaz, minden egyes rendszer-
ben az Al, A2l .. együthatók viszonyai meg vannak határozva, 
de az együthatók egyike még  választható. 
Legyenek A11, A12, . .. A1,n-i, A1,n ezen öszszesen n 
számú  választható amplitúdók; ezekkel, a (65i), 
iletve (652) öszszefüggésekkel s a (66i) iletve (662) egyenletekkel 
a többi amplitúdó mind . 
Írjunk most : Aki= ,U.kl Al, hol ,ukl a szám, melylyel az Au-et 
kel szoroznunk, hogy az Aki-et nyerjük, e számot a  
]üfejtések szerint meghatározotna.k kel tekintenünk. 
 hogy /ll = 1 minden l-re nézve és hogy pá-
ros számú n-eknél a ,U.ki-ben k=   -ig, páratlan számúaknál 
i + 1 . . 1b t -2- -ig terJec e.
17. §. A lengések explicit kifejezései. 
Öszszefoglalva a  §. eredményeit, a (63) egyenlete-
ket  frhatjuk kifejtet alakban : 






ai =Au cos U1t+a1)+A12 cos .  .. + Ai,n- i cos  +A1,n cos (J,nt+an) 
a2 =µ21A11 cos U1t+0'1)+1122A12 cos (Á2l+0'2)+ .. + µ!i!,n.-tAi,n- t cos Un-1l+O'n-1)+112,nA1,n cos (Ánt+  
an- 1 = +1121A11 cos U1t+a1)+,wl!2A12 cos .  .. -112,11_1A1,n- 1 cos Un-1t+O'n_t)-µ2,nA1,n cos Unt+O'n) 
an =+A11cos(Á1t+0'1)+A12cos(A2t+ú2)+ .. - A1 n-tCOS(Án-1t+O'n-1)-A1,ncos(Ant+O'n) .
Ha n páratlan, akkor a (652) után tet megjegyzés értelmében az an.+1 értéke csak n  1 számú tagból 
2 álhat, azaz : 
an+1 =µ n+t A11 cos U1t+a1)+ .. +tin+t n+1 A n.+1 cos (An+t t+O'n+l) (682) 2 2 '1 -2- · - 2 - l,- 2 - 'i! - 2 -
E rendszerek az egyes mágneselemek lengéseinek symmetriáját tüntetik elö. 
(68) 
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18. §. Az (ak+ai)2 középértékeinek sajátságai. 
Miután az r menti Rk translatórius  számításánál (51) 
az U-ban  t9-k+8i=28o+ak-al és t9-k-8i=ak-al ívek 
cosinusai az (ak+ri) és az (ak-a1) menynyiségek hatványai 
szerint kifejtetnek, mivel továbbá az Rk  középértéke 
képzésénél a nevezet menynyiségek páratlan  
tagjai zérust adnak [10. §. b. pontjának  részej :  
látszik az (ak + ai)2 négyzetek  középértékeit megvizsgálni. 
Tekintetel a 10. §. b. pontja elején mondotakra, s az 
beli középértéket egy vízszintee vonással jelelve, azonnal észre-
veszszük, hogy a (68) értelmében a  öszszefüggések 
álanak fenn: 
(a1±a3)2= (an±an- 2)2;.. ) 
(a2±a3)2= (an- 1 +an-2)2;.. ' 
(60) 
végre pedig : 
1. Ha n páros, akkor az utolsó oszlop : 
(a1 ±an)2=(an±o.n )2 l 2 2 + l 
(a2±an)2= (0.n-1±an )2 
2 2+
1 j 
 ±an ) 
2-1 2 2 +2 2+1 
2. Ha n páratlan , (a (680tekintetbe vételével az utolsó oszlop: 
 l 
(a2±a n+1)2=(an- 1 ±a n + l )2 
2 2 • (692)   • .   
2 2 !! 2 
 hogy ezen egyenletek két oldalán egyszene 
csak a  vagy csak az alsó  használható. 
Maguk e középértékek a (68) értelmében : 
(ak±ai)2=t(f1k1±µu)2 Ai1 +. · .+t (µkn±µtn) ATn . (70) 
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19. §.Az r menti translatórius erók középértékeinek egy-
mással való öszszefüggése. 
Az egyes mágneselemekre az r mentén ható R translatórius 
 az (51) séma értelmében való képzésekor mindenek 
 a k-ik és az n-k+ 1-ik elemre  Rk, iletve Rn-k+l 
 kivánjuk öszszehasonlítani és bebizonyitani, hogy ezek 
középértékei . 
Ugyanis: 
„ 1 Rk=-3rn2 .ó . .  k?:; l; (711) 1=1 rk1 
1 1 Rn-k+1 = -3m2 A , .4, acos(28o+a„_k+1 +an-l+1)+ 
 1 n-k+1,n-l+1 +t COS (an-k+1 -"n-l+1)}; k?:; l; (7Li) 
Ámde az (51) után a 24. lapon  feltevések értel-
méhen: 
· l'1>1=(l-k)r, } (72) 1'11-k+1,n-z+1 =(k-l) r= -?'kl . 
és ezért a (711) s a (712)  tagjai az B.1c =    séma l=1 ut ki értelmében elentet . 
Ezenkívül, a (711) és (712) kifejtéseit a (6) séma értelmében 
az (ak+al) sí. t. argumentumok szerint végezve, az R-ek közép-
értékeit képezve és a  §. (69), (691),  öszszefüggéseit 
tekintetbe véve, végre pedig e  positiveknek tekintve, 
ha a rendszer középpontjától el vannakirányítva, negativeknek, ha 
e középpont felé tartanak (v. ö. a  §.-ot), rendre nyerjük: 
R1=Rn;  .. Rk=.R,1-k+1;.. (73) 
végre pedig, ha n páros: 
Rn=Rn ; . 
2 2+1 
ht n páratlan : 
Észreveszszük, hogy páros n -eknél  számú, páratlan n-ek-
nél  1 számú   ily translatórius  létezik, 
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hogy a translatórius hatás a középponthoz symmetrikusan  
mágneselemekre nézve   de elentet irányú. 
20. §. Az Rk középértékek e.1plicit kifeje:ései. 
A középértékek kifejezésére vonatkozólag a  §. 
eredményei és a (71 J) kifejezés cosinusai kifejtése szerint: 
Az öszszegnek az o:-któl független része az Rk  azon 
értéke, mely érvényes, mikor a rendszer stabilis egyensúlyban 
van; a többi tagok a lengések folytán lépnek az Rk-boz. 
Az Rk tényleges számítására nézve  hogy elte-
kintve a  { ) zárójelekben  menynyiség  (mely  
a (}0  függ) a   az l=  az l= k-1-ig negatív, mint az a (74)-ben is  van tüntetve; elenben  
l=n-ig positiv, úgy hogy ba R  az  az  függet-
len része,RZ Wk pedig az   része, akkor: 
[
k - 1 1 n 1 J R2=-3m2  4 --   (t cos 280+t), l = l 1 ki l =k+l Tkl 
avagy, mivel (72) szerint 
r11 = (k-1)2 r2=r!.2k-1; 
az öszszevonás eredménye : 
o_ 2  3 o t n __!____ o Rk-+3m (2 cos 280+2>  4 -R1.-k+1 (751) l=2k 1 kl 
k 'l n "k l · t n 1 ·1 Az öszszeg, páros n-e ne az 2 -1 va amm az 2 + -'
1 mágneselemre nézve az 4 rn 
1 ----4- tagra redukálódik;  -1) r4 2' n 
, tl k 'l k„ ,  n+ 1 ·k 1 , para an n-e ne ,a ozeps ,-0)- -1 e emre nezve „ az öszszeg-
böl egy tag sem marad meg (732). 
Továbbá ezen  a   BZ Wk-val je-
 részére nézve : 
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hol az egész  : 
(75) 
A (75.;J általánosságban nem  csak azt 
jegyezhetni meg, hogy páratlan n-ek esetében az R  ér-- 2 _ - 2-
ték zérusra redukálódik, miként azt a (692) és a (75.;J megtekin-
tése azonnal szolgáltatja. 
Maguk az (ak ± ai)2 középértékek a  adódnak. 
21. §. Felelet a feltet s az értekezésben tárgyctlt kérdésre. 
A talált eredmények nagy  felhasználhatók 
az ezen értekezés bevezetésében említet kérdés eldöntésére. 
It e kérdést kissé általánosabb fogalmazásban mint az 
1. §.cl. alat, ugyanis a (}0  értékére nézve intézhetjük el. A lengés folytán a   translatórius  : 
öszszesen  , iletve n; 1 számú  értékek, melyek a 
(70) és (752) értelmében az Ai1 .. Ain  függenek. Ámde az (55) mozgás-egyenletek integráljainak 2n számú 
független álandója: 
melyet az adotnak tekintet  álapotból   
és  RR  mindig meghatározhatjuk. 
Ezek közül az utóbbiak  phásisok lévén, az Wk RZ 
középértékek értékére nem folyhatnak be. 
Hendelkezésre ál még az n számú A1i amplitúdó. 
Ha azt kivánjuk, hogy a lengés folytán a mágneselemek 
translatórius  vonzás lépjen, akkor kel, hogy legyen: 
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Ro 0 1· 1 t 1 n · ·11 t n-i · Wk k < ,  · f-1g, 1 eve 2 -1g; 
ba taszitást kívánunk: 
Ro 0 I 1  n · il t n -l · Wk k > ; ,·=- Cf-1g, e ve -171- -1g. ., z 
Mindkét esetben a feltételek száma  , iletve n; 1 ; mivel 
pedig n számú  Al amplitúdó ál  
 -szeresen, iletve  1 -szeresen végtelen számú oly A11 ••• A1" 
értékrnndszereket választhatunk, melyek az  vagy a máso-
dik rendszerét a feltételeknek .kielégítik. 
E szerint az egyes mágneselemek lengési amplitúdóinak 
alkalmas választása folytán tetszés szerint a rendszer elemeinek 
kölcsönös vonzását és így (ha a mágnesek stabilis egyensúlyá-
nál  R2 translatórius  compensálva vannak) az 
egész rendszer öszszehúzódását, vagy pedig az elemek kölcsönös 
taszítását és így az egész rendszer kitágulását létesítbetjük. 
Ennek értelmében, ha adva va.n   
áló oly rendszer, melynek elemeinek középpontjai  közök-
ben egy egyenesben fekszenek, mágnesi nyomatékaik pedig sta-
bilis egyensúly álkalmával ezen egyenessel egy  de 
ugyanazon ()'o szöget képeznek, akkor az a suppositió, hogy az, 
elemeknek kölcsönhatásuk befolyása alat végzet lengései foly-
tán az egész rendszer öszszehuzódik, vagy kitágúl, nem ál elen-
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